
提要 322：Cauchy-Riemann 方程式之極座標表示法 
 
 

Cauchy-Riemann 方程式之極座標表示法 

Cauchy-Riemann 方程式之極座標表示法為： 
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【證明】 

 

已知 Cauchy-Riemann 方程式可表為： 

 

 
( ) ( )

y
yxv

x
yxu

∂
∂

=
∂

∂ ,,
、

( ) ( )
x

yxv
y

yxu
∂

∂
−=

∂
∂ ,,                   (1) 

 

另外，變數 ( )yx, 與變數 ( )θ,r 之關係為： 

 

θcosrx = 、 θsinry =                           (2) 
 

所以： 
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由式(3)知： 
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上式之反轉換可表為： 
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由式(5)知： 
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根據式(6)，將符號u 改寫為符號 v，則： 
 










∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

θ
θθ

θ
θθ

v
rr

v
y
v

v
rr

v
x
v

cos1sin

sin1cos
                        (7) 

 

根據式(6)與式(7)，並由 Cauchy-Riemann 條件知，
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可分別改寫為： 
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上式中之 θsin 與 θcos 項次之係數應對應相等。基於此，由式(8)中之第一式可知： 

 

 
θ∂
∂

=
∂
∂ v

rr
u 1

、
θ∂
∂

−=
∂
∂ u

rr
v 1

                        (9) 

 

由式(8)中之第二式亦可得知完全相同結果，故得證。 


