
提要 286：應用分離變數法解析一維波傳問題 

 
  作者在前兩個單元，曾介紹一維波傳方程式的由來以及分離變數法(Separation of 
Variables)的精神，以下擬解釋一維波傳問題數學模式(Mathematical Model)之解題過程。

另外，讀者除了應學會解題過程之外，也應講得出控制方程式暨每一個條件方程式在工

程上所代表的意義。 
 

一維波傳問題之數學模式 

  如圖 1 所示弦索振動問題之數學模式為： 

 控制方程式：
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 【牛頓第二運動定律的化身】 ，其中  txu , 表質點之

位移量；係數 Tc  是波傳速度，T、 分別為弦索拉力與線密度。

 邊界條件：   0,0 tu  【弦索左邊為固定端】 

         0, tLu  【弦索右邊為固定端】 

 初始條件：    xfxu 0,  【弦索之初始形狀為 f(x)】 

             

   xg
t

xu



 0,

 【弦索之初始速度為 g(x)】 

 

圖 1 弦索振動問題示意圖 

 

 

解答： 

 

  紅色框線部分很重要，其有助於瞭解控制方程式暨每一個條件方程式在工程上所代

表的意義。茲將解析過程分為三個步驟，說明如下。 

 

 

 



 步驟一 引用分離變數法 
 

茲考慮空間變數與時間變數可分離，亦即令      tGxFtxu , ，再代入控制方程式： 
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上式等號左邊僅需對 x 微分、等號右邊僅需對 t 微分，故上式可改寫為： 
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因函數  xF 與  tG 均為單一變數的函數，故其微分符號可改寫為常微分符號。為方便

起見，式(2)亦常表為： 
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式(2’)等號左右兩邊同時除以FG ，則式(2’)可改寫為： 
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因上式等號左邊為與函數  xF 有關之運算，故其運算結果應與變數 x 有關；同理，上

式等號右邊為與函數  tG 有關之運算，且波速 c為常數，故其運算結果應與變數 t 有關。

然而，一個和變數 x 有關之運算若欲與一個和變數 t 有關之運算相等，唯一的可能是它

們都是常數，也就是說： 
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但是常數還是有講究的，常數可分為三類：零 正的常數 負的常數，其中僅第三

種狀況會是合理的！為節省篇幅，另兩種狀況擬安排在後面之【附註】中加以說明。基

於此，式(4)可表為： 
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上式可拆開變成兩個常微分方程式： 

 

02  FkF                              (6a) 

022  GkcG                              (6b) 



 步驟二 u(x,t)之通解的解析 
 

式(6a)之解析 
 

  茲考慮函數  xF 解之型態為： 

 

  xexF                                 (7) 
 

再代回式(6a)，則式(6a)可表為： 
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因為 0xe ，所以 

 

022  k                                (8) 
 

上式稱之為特徵方程式(Characteristic Equation)。解析式(8)可得特徵根(Characteristic 

Root) ik ，故   ikxexF  與   ikxexF  均為式(6a)之解。因式(6a)為線性且齊性之常

微分方程式(Linear Homogeneous Ordinary Differential Equation)，故可根據重疊原理

(Superposition Principle)，將所得出之兩個  xF 分別乘以係數 1C 、 2C ，再作疊加之運

算，則所得出的解仍為式(6a)之解，如以下所示： 
 

  ikxikx eCeCxF  21                            (9) 
 

上式還可根據尤拉公式(Euler Formula) tite it sincos  ，將指數函數化簡為正弦和餘

弦函數之和： 
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其中 21 CCA  、  21 CCiB  。 

 

式(6b)之解析 
 

  只要將式(6a)解析過程中之自變數 x 改為自變數 t、再將常數 k 改為常數 ck ，即可

解出式(6b)之解。基於此，式(6b)之解可表為： 
 

  cktBcktAtG sin
~
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~

                        (11) 
 



因      tGxFtxu , ，故： 
 

    cktBcktAkxBkxAtxu sin
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~

sincos,                (12) 
 

 

 

 步驟三 u(x,t)之特解的解析 
 

  由題意知，  txu , 應滿足兩個邊界條件及兩個初始條件，這四個條件剛好夠解式(12)

中之四個獨立的未知數，說明如下。首先將  txu , 代入條件為零的邊界條件： 
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故 
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sincos,  cktBcktAkLBkLAtLu              (14b) 
 

式(14a)與式(14b)中， 0sin
~

cos
~

 cktBcktA ，所以式(14a)與式(14b)可改寫為： 
 

00sin0cos  BA                          (15a) 

0sincos  kLBkLA                                   (15b) 
 

由式(15a)知： 
 

0A                                 (16) 
 

因 0A ，故式(15b)可改寫為 0sin kLB 。此亦屬於兩部分相乘等於零的問題，因為B
不能再等於零【若 0B ，則   0xF ，且會導致   0, txu 】，所以只好讓 0sin kL 中之

參數 kL被安排為式(17)之型態，否則 0sin kL 無法成立： 
 

,5,4,3,2,,0  kL                     (17) 
 

亦即： 
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將式(16)與式(17’)代入式(12)，可得出以下情況之解： 
 

 當 0k 時 
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因控制方程式
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為線齊性偏微分方程式，故以上所示之各種不同型態的

 txu , 之解，又可以利用重疊原理加以疊加，組成較廣義之解的型態： 
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若考慮 ABcABca
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111  、 BBcBBcb
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~~

222  、 BBcBBcb
~~

222  、

ABcABca
~~

333  、 BBcBBcb
~~

333  等等，則式(18)又可改寫為： 
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所計算出之  txu , 再代入條件不為零之初始條件    xfxu 0, 、
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式(20a)與式(20b)又可改寫為： 
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若欲求出係數 na 、 nb 之值，則需回顧以往在 Fourier 級數中所介紹的觀念。亦即： 



 

 

若函數  xh 係週期為 L2 的函數，則其可以 Fourier 級數加以表示： 
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應用以上觀念，則式(21a)與式(21b)中之係數 na 、 nb 可表為： 
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將係數 na 、 nb 代回式(19)，則最後滿足問題之邊界條件及初始條件的特解可整理為： 
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附註：說明式(4)中之常數考慮為不合理的零或正的常數 
 
1. 將式(4)中之常數考慮為零，亦即： 

 

0
1

2



G

G

cF

F 
                            (24) 

 
則上式可改寫為： 
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代入邊界條件   0,0 tu 、   0, tLu 可知： 
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因為 0~~
21  ctc ，所以上式可改寫為： 
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由以上兩式可解出 021  cc ，故   0xF ，這會導致   0, txu ！但實際上弦索上任意

時刻 t 在任意位置 x 之質點位移並非全部為零，故式(24)之假設是錯誤的。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2. 將式(4)中之常數考慮為正的常數，亦即： 
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則上式可改寫為： 
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各自解析後可得： 

 

 
 












cktckt

kxkx

ecectG

ececxF

21

21

~~  

 

故 

 

    cktcktkxkx ecececectxu   2121
~~,  

 

代入邊界條件   0,0 tu 、   0, tLu 可知： 

 

    
    












0~~,

0~~,0

2121

21
0

2
0

1

cktcktkLkL

cktckt

ecececectLu

ecececectu
 

 

因為 0~~
21  cktckt ecec ，所以上式可改寫為： 

 








 0

0

21

21

kLkL ecec

cc
 

 

由以上兩式可解出 021  cc ，故   0xF ，這會導致   0, txu ！但實際上弦索在任意

時刻 t 任意位置 x 之質點位移並非全部為零，故式(25)之假設是錯誤的。 


