
提要 284：一維波傳方程式的推導 

 
大自然當中之每一個現象都應遵守一些的自然律。以波傳問題而言，波是一種力量

的傳遞，而與力量有關的主要自然律就是牛頓三大運動定律，目前所考慮的波傳問題，

則是與牛頓第二運動定律特別相關。以下所示之一維波傳方程式，即是根據牛頓第二運

動定律(Newton’s Second Law)所推導出來的，請讀者慢慢欣賞。 

 

一維波傳方程式 

若  txu , 表繩上質點因波動所引致之垂直位移量，則根據牛頓第二運動定律可建

立出問題之控制方程式(Governing Equation)： 
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其中係數 c稱為波傳速度(Wave Velocity)。上式常稱之為一維波傳方程式。 

 

 

證明： 

 
如圖 1 所示之弦索振動： 

 

 
圖 1 一維之弦索振動問題示意圖 

 
茲擬以牛頓第二運動定律推導出問題之控制方程式。在圖上取一小段弦索長度 x 作力

平衡之分析，如圖 2 所示： 
 



 
圖 2 取弦索上之 PQ 一小段長度 x 作分析 

 
並且假設： 
 
 弦索為均質，其單位長度之質量為  mkg ； 
 弦索兩端之張力夠大，致使重力的影響可以忽略； 

 弦索之垂直位移量很小，故每一質點均在同一垂直線上移動，且弦索之斜率很小。 

 
  由牛頓第二運動定律知： 
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其中弦索在水平方向上並無加速度，故 0xa ；另外，PQ 線段之質量應為 x 。基於

此，式(1)可改寫為： 
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其中 xm   、 22 tuay  。 

由基本假設知， 0  ，故式(2)中之 

 

1coscos   、   xtxu  ,tansin  、   xtxxu  ,tansin     (3) 
 

所以式(2)可改寫為： 
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圖 3 考慮 P 點左半邊弦索之水平力量的平衡 
 
另外，由圖 3 之水平力量的平衡知： 

 

TT cos1                                (5) 
 

因其中之 1cos  ，故由式(4)之第一式與式(5)知： 

 

TTT  12                                (6) 
 

基於此，式(4)之第二式應可改寫為： 
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再引用函數微分之定義
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lim ，則式(7)又可表示成： 
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上式通常表為： 
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其中 Tc  ，常數 c相當於波速。由單位之討論也可以知道 c相當於波速，因為張力

T 的單位是牛頓  N ，牛頓  N 是力量之單位，而力量是質量  kg 與運動加速度  2secm

的相乘積，故張力T 的單位是  2secmkg  ；另外，線密度  的單位是  mkg ，所以常

數 c的單位是    mkgmkg 2sec 的組合，也就是說常數 c的單位是 secm ，亦即常數 c

相當於速度。以上說明即證明之完成。 


