
提要 261：週期為 2L 的 Fourier 級數 

 

根據週期為 2 的函數  xf 之 Fourier 級數，即可建立週期為 L2 的函數  xf 之

Fourier 級數，說明如下。已知週期為 2之函數 f(x)的 Fourier 級數可表為： 

 

週期為 2 的函數 f(x) 之 Fourier 級數 

週期為 2 的函數 f(x) 之 Fourier 級數係定義為： 
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而週期為 2L 之函數 f(x)的 Fourier 級數可表為： 

 

週期為 2L 的函數 f(x) 之 Fourier 級數 

週期為 2L 的函數 f(x) 之 Fourier 級數係定義為： 
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證明： 

 

可以三的步驟證明週期為 2L 之函數 f(x)的 Fourier 級數的表示方式，說明如下。 

 

第一步：首先將式(1)中之變數符號 x 換成 v，故式(1)可改寫為： 



   





1

0 sincos
n

nn nvbnvaavf                    (2) 

其中 

 








dvvfa
2

1
0 ，  









nvdvvfan cos
1

，  








nvdvvfbn sin
1

， ,3,2,1n 。 

 

第二步：再作適當之變數變換，即令： 
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第三步：調整積式之上下限： 
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其中係數 0a 、 na 、 nb  ,3,2,1n 等亦需作適當之調整，亦即： 
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，故週期為 2L 之函數 F(x)的 Fourier 級數可表為： 
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其中 
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因函數  xF 之符號亦可引用其他符號加以表示，故習慣上仍以  xf 表示 Fourier 級數中

之函數，如以下所示。 

 

週期為 2L 的函數 f(x) 之 Fourier 級數 

週期為 2L 的函數 f(x) 之 Fourier 級數係定義為： 
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範例一 

試求週期函數  
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圖 1 問題中所示週期為 4 之函數  xf 在區間  2,2 的示意圖 

 

解答： 

 

  由之前的解析得知，週期為 4 的函數 f(x)之 Fourier 級數可表為： 
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故函數 f(x)之 Fourier 級數可表為： 
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範例二 

如圖所示之週期函數  f x 在一個週期內的定義為  f x x 、 3 3x   ，試證其

Fourier 級數為    2 2
1

3 6
1 1 cos

2 3

n

n

n x
f x

n








      。 

 

 
圖 2 週期為 6 之函數  xf 的示意圖 

 

證明： 

 

已知週期為2L之函數  f x 的 Fourier 級數為： 
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範例三 

(a)試繪出週期函數  f x 之圖形：  
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(b)由題意知問題之圖形如以上所示，且其為一奇函數（Odd Function）。另外，已知週
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範例四 

已知週期函數  f x 之定義為  
4, 4 0

4, 0 4

x
f x

x

  
   

，且其週期為 8。(a)試繪出其圖

形，(b)試求出其 Fourier 級數。 

 

解答： 

 

 
 

由題意知問題之圖形如以上所示，且其為一奇函數（Odd Function）。另外，已知週

期為2L之函數  f x 的 Fourier 級數為： 
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 0

1
0

L

L

a f x dx
L 

   

 

 1
cos 0

L

n

L

n x
a f x dx

L L





   

 



 

 

 

 

 

 

0

4

0

4

0

4

0

1
sin

2
sin

2
4 sin

4 4

2 4 4
cos

4 4

8
cos

4

8
cos cos 0

8
1 1

L

n

L

L

n

n x
b f x dx

L L

n x
f x dx

L L

n x
dx

n x

n

n x

n

n
n

n
























 

    
 

   
 

 

    







 

 

因 L = 4，故問題之解為：    
1

8
1 1 sin

4
n

n

n x
f x

n








     。 


