
提要 222：通過曲線上特定點 P 之切線 

 

本單元需利用直線之向量表示法推求切線，說明如下。 

 

切線之表示法 

 

通過曲線  tr 上 P 點所形成的切線  q 之方程式如下： 

      PP rrq     

 
(a) 

 
(b) 

圖 1 通過曲線  tr 上點 P 所形成的切線  q 示意圖 

 



證明： 

 

  已知如圖 2 所示任意曲線均可以  tr 表示： 

 

 

圖 2 任意曲線均可表為 r(t)  

 

另外，如圖 3 所示直線應表為 r(t) = a + tb： 

 

 
圖 3 方程式 r(t) = a + tb 表一直線 

 

由圖 1 知，切線之符號為 q，且該向量函數之參數為，因為另有一曲線 r 是以符

號 t為參數，為區分曲線與切線，故其自變數係以不同符號加以表示。基於此，類似圖

3 之直線方程式應修改為： 

 

q() = a +  b                           (1) 

 

其中 a 為線上之一已知點所組成的位置向量，b 為直線之方向向量。茲將式(1)視為切線，



則需想辦法計算出切線上之 a 與 b。a 與 b 均需由曲線 r 提供，解釋如下： 

 

a 之推算 

 

  向量 a 必須是切線 q()上之一已知點所構成的位置向量，因為切線通過 P 點，且 P

點亦為曲線 r(t)上之一點，又該點應為題目所給之已知點，故： 

 

a = r(P)                                (2) 

 

b 之推算 

 

  方向向量 b 必須是切線 q()之方向向量，此方向向量也可由曲線 r(t)求出。由圖 1

知，P 點之位置向量為 r(t)，Q 點之位置向量為 r(t +  t)，讓 Q 點之位置向量減去 P 點

之位置向量，即 r(t +  t)  r(t)，再讓 Q 點慢慢接近 P 點，則所形成的方向正是切線 q()

之方向，也就是說，方向向量 b 可表為： 
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上式若除以純量 t，則仍能保持原來的方向，亦即方向向量 b 亦可表為： 
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根據微分函數之定義，上式亦可簡寫為： 

 

 Prb   或  trb                            (5) 

 

將式(2)與式(5)代入式(1)，故切線方程式可改寫為： 

 

      PP rrq                              (6) 

 

故得證。 

 

【後記】雖然記公式也不難，不過既然已是學術殿堂的一份子，是不是也應該多瞭解公

式的由來呢？瞭解問題的本質，也是一項樂趣呢！ 



範例一 

試求通過橢圓曲線 1
4

1 22  yx 上 P 點 







2

1
,2 的切線方程式。 

 

 
解答： 

 

  首先以向量表示法改寫橢圓曲線，因是曲線，故僅需一個自變數 t 即可表示該曲線。

令： 

 

tx cos2 、 ty sin 、 0z                        (7) 

 

故橢圓曲線之向量表示法為： 

 

  jir ttt sincos2                             (8) 

 

當 4t 時，恰好對應到 P 點。式(8)之微分式為： 

 

  jir ttt cossin2                            (9) 

 

由式(6)知，問題之切線方程式為： 

 

     PP rrq                              (6) 

 

其中 

 

    jijirr 2224sin4cos24  P  

    jijirr 2224cos4sin24  P  

 

故問題之切線方程式為： 

 

      jiq   1
2

2
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