
提要 198：矩陣 A
m
之計算方式 

 

 

  本單元是接續前一單元之進一步說明。由前一單元之介紹知，已能利用矩陣

A 之特徵向量(Eigenvector)，將矩陣 A 對角化成矩陣 D，且對角線元素之值恰為

特徵根(Eigenvalue)。因為對角矩陣 D 具有許多優異的優點，其中之一就是可以

很容易求出 D
n
。例如，若 










50

04
D ，則 










20

20
20

50

04
D 。故可利用此特性，

探討 A
n
之計算方式。說明如下。 

  已知對角矩陣 D 之計算方式為： 

 D = P
1

AP  

其中 P 矩陣是由矩陣 A 之所有的特徵向量 X 組合而成。以下可由 D
n
之討論介紹

A
n
之計算方式。因為 D

n
表 n 個( P

1
AP )相乘，即： 

D
n
 = ( P

1
AP )

n
 = ( P

1
AP )( P

1
AP )( P

1
AP )…( P

1
AP )        (1) 

因只要矩陣之相乘的前後位置不變，其運算順序是可以改變的。例如： 

( P
1

AP )( P
1

AP ) = P
1

A(PP
1

)AP                 (2) 

而其中之 PP
1

是等於單位矩陣 I。故上式可改寫為： 

( P
1

AP )( P
1

AP ) = P
1

A(I)AP                  (2’) 

又任意矩陣 A 乘以單位矩陣 I 之後，仍為任意矩陣 A 之原來型式，故 A(I)A = AA 

= A2
。基於此，式(2’)可表為： 

( P
1

AP )( P
1

AP ) = P
1

A2P 



現在式(1)中有 n 個( P
1

AP )相乘，故式(1)應可改寫為： 

D
n
 = ( P

1
AP )

n
 = ( P

1
AP )( P

1
AP )( P

1
AP )…( P

1
AP ) = P

1
A

n
P 

亦即： 

 D
n
 = P

1
A

n
P                            (3) 

上式分別於等號左又兩邊前乘及後乘矩陣 P 與矩陣 P
1

，則： 

PD
n
 P

1
= P ( P

1
A

n
P ) P

1
                      (4) 

因 PP
1

或 P
1

P 是等於單位矩陣 I，故式(4)可進一步改寫為： 

PD
n
 P

1
= IA

n
I = A

n
 

即： 

 A
n 
= PD

n
 P

1 
 

上式即為計算 A
n
之重要公式。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



範例一 

試求矩陣 












31

13
A 的 100 次方 A 。 

 
解答： 
 

 步驟一：特徵根的解析 
 
特徵根應由特徵方程式(Characteristic Equation)研討出： 

 
  0-det IA   

 
或 
 

0
10

01
-

31

13
det 



























  

 
亦即： 

 

0
31

13








 

 
展開上式，可得一個以 為未知數之一元二次方程式，稱為特徵方程式如下： 

 

  013 2    
 

亦即： 
 

0862    
 

上式可因式分解為： 
 

   042    
 

故問題之兩個特徵根為： 
 

2 、 4  
 
 

 步驟二：特徵向量的解析 
 

特徵向量應由以下方程式研討出： 



 

  XIA -  
 

或 
 




























0

0
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2

1

X

X




                    (a) 

 
 

 當 = 2 時 
 
  式(a)可改寫為： 
 

 
  



























0

0
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2

1

X

X
 

 
亦即： 

 







0

0

21

21

XX

XX
 

 
由此可知： 

 

21 XX   
 

故第一組特徵向量可表為： 
 


















1

1
1

1

1 X
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X
 

 
通常特徵向量只需表示出其比例變化關係即可，故上式亦可表為： 

 


















1

1

2

1

X

X
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1

1
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
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 當 = 4 時 
 
  式(a)可改寫為： 

 
 

  


























0

0
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2

1

X

X
 



 
亦即： 
 








0

0

21

21

XX

XX
 

 
由此可知： 

 

12 XX   
 

故第二組特徵向量可表為： 
 









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
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1
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通常特徵向量只需表示出其比例變化關係即可，故上式亦可表為： 

 













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


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2
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

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X
 

 
 

 步驟三：根據特徵向量建立 P 矩陣 
 
  已知矩陣 A 之特徵向量分別為： 

 








1

1
、








1

1
 

 
故根據特徵向量所組成之矩陣 P 為： 
 












11

11
P  

 
然後對矩陣 A 進行 P1AP 之運算，亦即： 
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上式確為呈對角化之矩陣，亦即： 
 












 

40

021APPD  

 
且對角線上之元素恰為矩陣 A 之特徵根！ 
 
 

 步驟四：推求 A100 
 

  由應用公式知，A
n 
= PD

n
 P

1
。所以： 

 



 
 

100 1

100

100

100

100

100

3 1 1 1 2 0 1 1

1 3 1 1 0 4 1 1

1 1 2 0 0.5 0.5

1 1 0 4 0.5 0.5

2 01 1 0.5 0.5

1 1 0.5 0.50 4

1 1 0.5 0.52 0

1 1 0.5 0.50 4

         
                 

     
             

               
    

          



   
   

100 100

100 100

100 100 100 100

100 100 100 100

0.5 0.52 4

0.5 0.52 4

0.5 2 4 0.5 2 4

0.5 2 4 0.5 2 4

   
      
  
 
   

 

 
亦即： 
 

99 99 99 99

99 99 99 99

3 1 2 2 4 2 2 4

1 3 2 2 4 2 2 4

      
          

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



範例二 

試求矩陣
1 3

4 2

 
  
 

A 的 100 次方 A 。 

 
解答： 
 

 步驟一：特徵根的解析 
 
特徵根應由特徵方程式(Characteristic Equation)研討出： 
 

  0-det IA   
 

或 
 

1 3 1 0
det - 0

4 2 0 1


    
    

    
 

 
亦即： 

 
1 3

0
4 2








 

 
展開上式，可得一個以 為未知數之一元二次方程式，稱為特徵方程式如下： 
 

  1 2 12 0      

 
亦即： 

 
2 3 10 0     

 
上式可因式分解為： 

 
  2 5 0     

 
故問題之兩個特徵根為： 

 
2 、 5   

 
 

 步驟二：特徵向量的解析 
 

特徵向量應由以下方程式研討出： 



 

  XIA -  
 

或 
 

1

2

1 3 0

4 2 0

X

X




     
        

                     (a) 

 

 

 當 = 2 時 
 
  式(a)可改寫為： 
 

 
 

1

2

1 2 3 0

4 2 2 0

X

X

      
         

 

 
亦即： 

 

1 2

1 2

3 3 0

4 4 0

X X

X X

 
  

 

 
由此可知： 

 

2 1X X   

 
故第一組特徵向量可表為： 

 

1
1

1

1

1

X
X

X

   
     

 

 
通常特徵向量只需表示出其比例變化關係即可，故上式亦可表為： 

 

1

2

1

1

X

X

   
     

 或 1

2

1
, 0

1

X
k k

X

   
      

 

 
 

 當 = 時 
 
  式(a)可改寫為： 

 

1

2

1 5 3 0

4 2 5 0

X

X

     
        

 



 
亦即： 

 

1 2

1 2

4 3 0

4 3 0

X X

X X

  
  

 

 
由此可知： 

 

2 1

4

3
X X  

 
故第二組特徵向量可表為： 

 

1
1

2

1

4

3

X
X

X

       
    

 

 
通常特徵向量只需表示出其比例變化關係即可，故上式亦可表為： 

 

1

2

3

4

X

X

   
   
  

 或 1

2

3
, 0

4

X
k k

X

   
    

  
 

 
 

 步驟三：根據特徵向量建立 P 矩陣 
 
  已知矩陣 A 之特徵向量分別為： 
 

1

1

 
  

、
3

4

 
 
 

 

 
故根據特徵向量所組成之矩陣 P 為： 

 
1 3

1 4

 
   

P  

 
然後對矩陣 A 進行 P1AP 之運算，亦即： 
 



1

1

1

1 3 1 3 1 3

1 4 4 2 1 4

1 3 2 15

1 4 2 20

4 3

2 151 1

1 3 2 20

1 4

4 3

2 151 1

2 207

14 01

0 357

2 0

0 5







     
            

   
       

 
      

 


 
      

 
 

  
 
 

  
 

P AP

 

 
上式確為呈對角化之矩陣，亦即： 
 

1 2 0

0 5
  

   
 

D P AP  

 
且對角線上之元素恰為矩陣 A 之特徵根！ 
 

 

 步驟四：推求 A100 
 

  由應用公式知，A
n 
= PD

n
 P

1
。所以： 

 
100 1

1 3 1 3 2 0 1 3

4 2 1 4 0 5 1 4

        
               

 

  100

100

1 3 1 3 4 7 3 72 0
4 2 1 4 1 7 1 70 5

                       
 

 
100 100

100 100

1 3 4 7 3 72 3 5

4 2 1 7 1 72 4 5

     
          

 

 

100 100 100 100

100 100 100 100

4 3 3 3
2 5 2 5

1 3 7 7 7 7
4 2 4 4 3 4

2 5 2 5
7 7 7 7


         

   
           

 



 
 

 

100 100 100 100

100 100 100 100

4 3 3
2 5 5 2

1 3 7 7 7
4 2 4 3 4

5 2 2 5
7 7 7


       

   
         

 

 
 
亦即： 
 

 

 

100 100 100 100

100 100 100 100

4 3 3
2 5 5 2

1 3 7 7 7
4 2 4 3 4

5 2 2 5
7 7 7


       

   
         

 

 


