
提要 183：題目給 t  0 之初始條件時的 Laplace轉換解析 

 

 

在大部分的微分方程式題目中，都是給予 t = 0 時的條件，因此可以很順利

的引用 Laplace 積分轉換方法解析出問題之解。但是經驗告訴我，有不少讀者遇

到 t  0 的條件時，就不知道怎麼辦了。以下以兩範例，說明問題之解析過程。 

 

 

範例一 

試引用 Laplace 積分轉換方法，解析以下所示之常微分方程式的解。 
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解答： 

  將常微分方程式作 Laplace 積分轉換，則： 

     tLyLyL 2                         (1) 

已知        002 ysyyLsyL  ，故式(1)可表為： 

         tLyLysyyLs 2002                    (2) 

這個時候，並沒有辦法決定  0y 及  0y 之值，但可將其視為常數，保留下來。

故： 

         00212 ysytLyLs                    (2’) 

因為   21 stL  ，故上式可再改寫為： 
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上式等號右邊之第一項再拆解為簡單之部分分式： 
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上式係問題於積分轉換域 s 定義域之解，再引用 Laplace 反轉換，可推求出問題

於時間域與 t 變數有關之解： 
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由表 1 知， t
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 。故式(4)可再化簡

為： 

      tytyttty sin0cos0sin22                  (5) 

式(5)即為問題於時間域以 t 表示之解，但其中有兩個未知數  0y 與  0y 需想辦

法推求其解。解析這兩個未知數，需要題目中之兩個條件，兩個條件剛好夠解出

這兩個未知數。式(5)再對 t 微分一次，可知： 

      tytytty cos0sin0cos22                  (5’) 

將兩個條件
24











y 、 22
4







 y 代入式(5)與式(5’)： 
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再加以化簡，如以下所示： 
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再整理後，可得： 

   
   







000

0020

yy

yy
                       (6”) 



上式可解出     100  yy ，故問題之解為： 

  tttty cossin2   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



範例二 

試引用 Laplace 積分轉換方法，解析以下所示之常微分方程式的解。 
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解答： 

  將常微分方程式作 Laplace 積分轉換，則： 

     5L y L y L t                           (1) 

已知        002 ysyyLsyL  ，故式(1)可表為： 

         2 0 0 5s L y sy y L y L t                    (2) 

這個時候，並沒有辦法決定  0y 及  0y 之值，但可將其視為常數，保留下來。

故： 

         2 1 5 0 0s L y L t sy y                      (2’) 

因為   21 stL  ，故上式可再改寫為： 
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上式等號右邊之第一項再拆解為簡單之部分分式： 
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上式係問題於積分轉換域 s 定義域之解，再引用 Laplace 反轉換，可推求出問題

於時間域與 t 變數有關之解： 
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由表 1 知， t
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 。故式(4)可再化簡

為： 

     5 5sin 0 cos 0 siny t t t y t y t                    (5) 

式(5)即為問題於時間域以 t 表示之解，但其中有兩個未知數  0y 與  0y 需想辦

法推求其解。解析這兩個未知數，需要題目中之兩個條件，兩個條件剛好夠解出

這兩個未知數。式(5)再對 t 微分一次，可知： 

     5 5cos 0 sin 0 cosy t t y t y t                    (5’) 

將兩個條件
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再加以化簡，如以下所示： 
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再整理後，可得： 
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，故問題之解為： 
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  表 1 應背下來的 17 個 Laplace 積分轉換公式 

f(t) F(s) 

1 1/s 

t 1/s2 

t2 2/s3 

tn n!/sn+1 

eat 1/(s a) 

cosh(at) s/(s2 a2) 

sinh(at) a/(s2 a2) 

cos(at) s/(s2 a2) 

sin(at) a/(s2 a2) 
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