
提要 143：Laplace積分轉換方法的主要用途 

 

 

  Laplace 積分轉換主要是用來解微分方程式用的，本來應該分別各舉一常微

分方程式與偏微分方程式的範例加以說明，但暫時還是單純介紹常微分方程式的

範例如何解析就好，因為讀者大部分可能都還未接觸偏微分方程式，也還沒有學

會全部的 Laplace 積分轉換。以此方式安排授課內容，旨在說明學習 Laplace 積

分轉換的動機，以吸引讀者投入 Laplace 積分轉換的學習。 

  以 Laplace 積分轉換解析常微分方程式時，其解析過程如圖 1 所示；以 Laplace

積分轉換解析偏微分方程式時，其解析過程如圖 2 所示。 

 

圖 1 以 Laplace 積分轉換解析常微分方程式之觀念流程圖 

 

 

圖 2 以 Laplace 積分轉換解析偏微分方程式之觀念流程圖 



範例一 

試解析如下所示振動問題之數學模式： 
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 是根據牛頓第二運動定律所建立之控制方程式；

  00 y 表物體之初始位置為平衡位置；
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指物體之向下初始速度為

1m/s。本題是擬推求質量為 m 之物體於任意時刻的位移量 y(t)。 

 

解答： 

 

  本題是擬採用 Laplace 積分轉換方法加以解析。首先讓控制方程式乘以
ste ，再對變數 t 作  ,0 之積分，亦即： 
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上式等號左邊可改寫為先積分再作相加之運算： 
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再進行部分積分(Integration by Part，或譯為分佈積分)之運算，此一運算是各個

Laplace 積分轉換公式推導時之依據方法，讀者若是初學者，請暫時接受以下所



示之結果。基於此，上式可改寫為： 
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再將問題之初始條件   00 y 、
 

1
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代入上式，則可得： 
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上式即為圖 1 所示解析流程圖中之第二個部分。經整理後，可得： 
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亦即： 
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上式稱為問題於 Laplace 積分轉換域之解，通常以符號  sY 表示之。也就是說，

問題於 s 定義域之解為： 
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上式即為圖 1 所示解析流程圖中之第三個部分。以下需進行 Laplace 積分反轉

換，通常，這是整個解析過程中最困難的部分，說明如下。進行上式之 Laplace

積分反轉換有兩種方法，一是直接引用 Laplace 積分反轉換之定義，亦即
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，但是此一積分式之計算，與複數變數之積分有關，目前

大部分的讀者都尚未學過複變分析，所以無能為力；二是引用所背下來的 17 個

Laplace 積分反轉換公式，這些公式，後續單元會逐一介紹，但這裏先將這 17 個

Laplace 積分反轉換公式列出，如表 1 所示，以方便應用。 
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通分後，可得： 
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比較係數後可知： 
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解析此聯立代數方程式可得：
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因此問題於時間域 t 之解為： 
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由 表 1 知 ， t
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上式即為此問題之解。 

 

另解 
  本題亦可採用之前所介紹的方法求解，其步驟分為三部分。第一步是求出問

題 之齊性解 (Homogeneous Solution)  tyh ； 第 二 步 是 求 出 問 題 之非齊性解

(Non-homogeneous Solution) ， 也 就 是 找 出 滿 足 非 齊 性 項 的特解 (Particular 

Solution)  ty p 。根據第一步與第二步的解析結果，即可解出問題之通解(General 

Solution) ph yyy  。第三個步驟是將問題之初始條件代入通解中，用以求出滿

足初始條件之特解。以下分別說明之。 

 

步驟一 求齊性解 

由齊性微分方程式 044
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解析問題之齊性解。考慮問題之齊性

解與自然指數有關，亦即，令： 

t
h ey   

再代入齊性微分方程式 044
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上式可化簡為： 
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因為 0te ，故 
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上式稱為特徵方程式(Characteristic Equation)。由特徵方程式即可解出特徵根，

分別為： 
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因係屬重根情況，故問題之齊性解為： 
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步驟二 求非齊性解 

  此刻，作者擬根據待定係數法求非齊性解。因問題之非齊性項為 tsin ，故依

據待定係數法之基本原則(Basic Rule)，考慮問題之非齊性解 py 為： 

tBtAy p sincos   

再將 py 代回原常微分方程式： 
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則上式可表為： 
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比較係數知： 
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基於此，可解出
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B 。故非齊性解 py 為： 
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而通解 y 是齊性解 hy 與非齊性解 py 的組合，亦即： 
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步驟三 求滿足初始條件的特解 

  已知問題之初始條件為：   00 y 、
 

1
0


dt
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。這兩個初始條件剛好夠解出

通解中之兩個未知常數 1C 與 2C ，說明如下。茲將依據步驟一與步驟二所得出之

通解代入初始條件中，則： 
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以上所求出之解與引用 Laplace 積分轉換方法所得出之解完全相同。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



範例二 

試解析如下所示振動問題之數學模式： 
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m/s。本題是擬推求質量為 m 之物體於任意時刻的位移量 y(t)。 

 

解答： 

 

  本題是擬採用 Laplace 積分轉換方法加以解析。首先讓控制方程式乘以
ste ，再對變數 t 作  ,0 之積分，亦即： 
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上式等號左邊可改寫為先積分再作相加之運算： 
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再進行部分積分(Integration by Part，或譯為分佈積分)之運算，此一運算是各個

Laplace 積分轉換公式推導時之依據方法，讀者若是初學者，請暫時接受以下所



示之結果。基於此，上式可改寫為： 
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再將問題之初始條件   00 y 、
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 代入上式，則可得： 
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上式即為圖 1 所示解析流程圖中之第二個部分。經整理後，可得： 
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亦即： 
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上式稱為問題於 Laplace 積分轉換域之解，通常以符號  sY 表示之。也就是說，

問題於 s 定義域之解為： 
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上式即為圖 1 所示解析流程圖中之第三個部分。以下需進行 Laplace 積分反轉

換，通常，這是整個解析過程中最困難的部分，說明如下。進行上式之 Laplace

積分反轉換有兩種方法，一是直接引用 Laplace 積分反轉換之定義，亦即
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，但是此一積分式之計算，與複數變數之積分有關，目前

大部分的讀者都尚未學過複變分析，所以無能為力；二是引用所背下來的 17 個

Laplace 積分反轉換公式，這些公式，後續單元會逐一介紹，但這裏先將這 17 個

Laplace 積分反轉換公式列出，如表 1 所示，以方便應用。 
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通分後，可得： 
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比較係數後可知： 
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解析此聯立代數方程式可得：
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因此問題於時間域 t 之解為： 
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由 表 1 知 ， t
s

s
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
，故問題之解為： 

  2 24 3 4 1
cos sin

25 25 25 5
t ty t t t e te       

上式即為此問題之解。 

 

另解 
  本題亦可採用之前所介紹的方法求解，其步驟分為三部分。第一步是求出問

題 之齊性解 (Homogeneous Solution)  tyh ； 第 二 步 是 求 出 問 題 之非齊性解

(Non-homogeneous Solution) ， 也 就 是 找 出 滿 足 非 齊 性 項 的特解 (Particular 

Solution)  ty p 。根據第一步與第二步的解析結果，即可解出問題之通解(General 

Solution) ph yyy  。第三個步驟是將問題之初始條件代入通解中，用以求出滿

足初始條件之特解。以下分別說明之。 

 

步驟一 求齊性解 

由齊性微分方程式 044
2

2

 y
dt

dy

dt

yd
解析問題之齊性解。考慮問題之齊性

解與自然指數有關，亦即，令： 

t
h ey   

再代入齊性微分方程式 044
2

2

 y
dt

dy

dt

yd
中，則： 
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dt
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上式可化簡為： 

 

  0442  te  

 

因為 0te ，故 

 

0442    

 

上式稱為特徵方程式(Characteristic Equation)。由特徵方程式即可解出特徵根，

分別為： 

 

2 、 2  

 

因係屬重根情況，故問題之齊性解為： 

 

tt
h teCeCy 2

2
2

1
   

 

步驟二 求非齊性解 

  此刻，作者擬根據待定係數法求非齊性解。因問題之非齊性項為 tsin ，故依

據待定係數法之基本原則(Basic Rule)，考慮問題之非齊性解 py 為： 

tBtAy p sincos   

再將 py 代回原常微分方程式： 
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則上式可表為： 

 

      ttBtAtBtAtBtA sinsincos4cossin4sincos   

 



比較係數知： 
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基於此，可解出
25

4
A 、

25

3
B 。故非齊性解 py 為： 

 

tty p sin
25

3
cos

25

4
  

 

而通解 y 是齊性解 hy 與非齊性解 py 的組合，亦即： 

ttteCeCy tt sin
25

3
cos

25

42
2

2
1    

 

步驟三 求滿足初始條件的特解 

  已知問題之初始條件為：   00 y 、
 0

0
dy

dt
 。這兩個初始條件剛好夠解出

通解中之兩個未知常數 1C 與 2C ，說明如下。茲將依據步驟一與步驟二所得出之

通解代入初始條件中，則： 
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故
25

4
1 C 、 2

1

5
C  ，因此滿足初始條件之特解為： 

 

2 24 1 4 3
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以上所求出之解與引用 Laplace 積分轉換方法所得出之解完全相同。 

 



表 1 常用之 17 個 Laplace 積分轉換暨反轉換公式 
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 tf          00
0

fdtetfsfssF st  


  

 tf              0000
0

22 fsfdtetfsfsfsFs st  


  

   tf n  

             0000 1221   nnnnn fsffsfssFs   

其中    



0

dtetfsF st  

 atu   
s

e as

 

 at   ase  

 tfeat       



0

dtetfasF tas  

   atuatf      


 
0

dtetfesFe stasas  

    
t

dtgf
0

          








 







00
dtetgdtetfsGsF stst  

 


