
提要 116：Legendre多項式 Pn(x)的推導 

 

 

  Legendre多項式 Pn(x)與 Legendre方程式     0121 2  ynnyxyx 、 Rn
有關。欲解釋 Legendre 多項式，需先明白 Legendre 方程式之通解的解析過程。

關於 Legendre 方程式之通解的解析過程與 Legendre 多項式的推導過程，請參考

下面的說明。 

 

 

範例一 

試求 Legendre方程式     0121 2  ynnyxyx 、 Rn 的通解，並說明

Legendre多項式  xPn 。 

 

解答： 

 

 Legendre方程式的通解 

 

  令問題之解為： 
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再代回原微分方程式     0121 2  ynnyxyx ，則： 
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上式係將級數解之相加內容詳細表達出來，若寫成相加之簡寫符號，則應表為： 
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式(1)微分後，可得： 
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再整理出容易合併同類項之型式： 
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因 2rx 、 1rx 、 rx 、 1rx 等互為線性獨立，且其和為零，故其係數應各自等於零： 
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上式可再整理為： 
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由式(2a)知： 
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再代入式(2c)，可知： 
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  另外，由式(2b)知： 
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再代入式(2d)，可得： 

 

       
135 !5

4213

20

34
a

nnnn
a

nn
a





  

 

  最後再將 0a 、 1a 、 2a 、…等代回原式，則： 
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上式可再合併同類項，將答案改寫為： 

 

        

       




 











 











53
1

42
0

!5

4213

!3

12

!4

312

!2

1
1

x
nnnn

x
nn

xa

x
nnnn

x
nn

axy

 

 

上式即為 Legendre方程式之通解，其中包含兩個未知常數 0a 與 1a 。 

 

 Legendre多項式 

  令 Legendre方程式通解中與 0a 、 1a 相關之函數分別為 1y 、 2y ，亦即： 
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1y 與 2y 稱為通解中之基底(Basis)。 

 

 當 n = 0 時 

  當 n = 0 時，Legendre方程式之通解的基底為： 
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其中 1y 為有限項的和，以此為目標，討論 0 階之 Legendre多項式  xP0 ，也就是

說，考慮： 

 

  10 kyxP   

 

其中係數 k為需調整之係數，使得   110 P 。因 11 y ，故： 

 

    kkxP  10  

 

因需調整係數 k，使得   110 P ，故   110  kP 。因此，0 階之 Legendre多項式為： 

 

  10 xP  

 

 當 n = 1 時 

  當 n = 1 時，Legendre方程式之通解的基底為： 
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其中 2y 為有限項的和，以此為目標，討論 1 階之 Legendre多項式  xP1 ，也就是

說，考慮： 

 

  21 kyxP   

 

其中係數 k為需調整之係數，使得   111 P 。因 xy 2 ，故： 

 

  kxxP 1  

 

因需調整係數 k，使得   111 P ，故   111  kP 。因此，1 階之 Legendre多項式為： 

 

  xxP 1  

 

 當 n = 2 時 

  當 n = 2 時，Legendre方程式之通解的基底為： 
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其中 1y 為有限項的和，以此為目標，討論 2 階之 Legendre多項式  xP2 ，也就是

說，考慮： 

 

  12 kyxP   

 

其中係數 k為需調整之係數，使得   112 P 。因 2
1 31 xy  ，故： 
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因需調整係數 k，使得   112 P ，故     1212  kP ，因此，
2

1
k 。所以，2 階

之 Legendre多項式為： 
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 當 n = 3 時 

  當 n = 3 時，Legendre方程式之通解的基底為： 
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其中 2y 為有限項的和，以此為目標，討論 3 階之 Legendre多項式  xP3 ，也就是

說，考慮： 
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其中係數 k為需調整之係數，使得   113 P 。因 3
2 3

5
xxy  ，故： 
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因需調整係數 k，使得   113 P ，故   1
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  kP ，所以
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k 。因此，3 階

之 Legendre多項式為： 
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其餘之各種 Legendre 多項式均可以此方式推導出。以下為所討論問題之整理，

並將其他與 Legendre多項式相關之式子一起作整理。 

 

 

 

 

 



與 Legendre多項式相關之方程式的整理 
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