
提要 105：二階 ODE 之冪級數解法 

 

 

首先說明二階微分方程式      xryxq
dx

dy
xp

dx

yd


2

2

之解的存在性定理，再

以一個範例說明冪級數解法(Power Series Method)之應用方式。 

 

 

二階微分方程式之解的存在性定理 

只要微分方程式中之係數 p(x)、q(x)與非齊性項 r(x)可以羃級數表示，則二

階微分方程式      xryxq
dx

dy
xp

dx

yd


2

2

有羃級數解存在。 

 

 

 

範例一 

試解出微分方程式 0
2

2

 y
dx

yd
之通解(General Solution)。 

 

解法： 
 

  本題擬採用提要 23~25 所提常係數齊性微分方程式的解題概念。已知原微分

方程式為 0
2

2

 y
dx

yd
，這是一個係數為常數之齊性微分方程式，故可令問題之解

為： 

 
xey   

 

其中  稱為特徵根(Characteristic Root)。然後，將上式代回原微分方程式： 
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上式可再進一步表為： 



 

  012  xe  

 

因為 0xe ，所以： 

 

012   

 

上式稱為特徵方程式(Characteristic Equation)。由特徵方程式可求出特徵根： 

 

ii,  

 

故問題之解可表為： 

 
ixey   或 ixey   

 

因原微分方程式為線性且齊性之微分方程式，故可應用重疊原理(Superposition 

Principle)，將問題之解分別乘以倍數常數 1C 與 2C ，亦即以下所示方程式亦為原

微分方程式之解，稱為問題之通解： 

 

ixix eCeCy 21                            (a) 

 

上式已算是問題之通解了。然亦可進一步引用 Euler 公式 tite it sincos  ，將此

通解進一步加以化簡： 
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再令 21
*
1 CCC  、  21

*
2 CCiC  ，則問題之通解可進一步表示成： 

 

xCxCy sincos *
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*
1                         (b) 

 

  最後，再引用 cos x 與 sin x 之 Maclaurin 級數表示法，將式(b)修改為： 
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解法： 
 

  茲引用冪級數法(Power Series Method)解析問題，令問題之冪級數解為： 

 

 5
5

4
4

3
3

2
210 xaxaxaxaxaay  

 

將上式代回原微分方程式： 
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再作微分，則： 
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然後，作同類項合併： 

 

        0201262 3
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2
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比較係數知： 
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在整理係數間之關係時，是選取 0a 與 1a 為獨立係數，為什麼選取兩個係數為獨

立係數？因為原微分方程式是二階微分方程式，若以積分方法求解，會出現兩個

積分常數，故需在無限多個係數  ,3,2,1,0mam 當中，選出兩個係數為獨立係

數。為方便起見，通常選取第一個係數 0a 與第二個係數 1a 為獨立係數，再找出



其他係數與 0a 、 1a 的關係即可，如以下所示： 
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基於此，再將各個係數與獨立係數 0a 、 0a 的關係代回冪級數解中，即可求出問

題的通解，如以下所示： 
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茲再分別將係數 0a 、 1a 提出來加以整理，則問題之通解為： 
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以上所示之通解與式(c)完全相同。由此可知，冪級數解法適用於解析二階微分

方程式。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



範例二 

試解出微分方程式
2

2
0

d y
y

dx
  之通解(General Solution)。 

 

解法： 
 

  同理，本題擬採用提要 23~25 所提常係數齊性微分方程式的解題概念。已知

原微分方程式為
2

2
0

d y
y

dx
  ，這是一個係數為常數之齊性微分方程式，故可令問

題之解為： 

 
xey   

 

其中  稱為特徵根(Characteristic Root)。然後，將上式代回原微分方程式： 
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上式可再進一步表為： 

 

 2 1 0xe    

 

因為 0xe ，所以： 

 
2 1 0    

 

上式稱為特徵方程式(Characteristic Equation)。由特徵方程式可求出特徵根： 

 

1, 1    

 

故問題之解可表為： 

 
xy e  或 xy e  

 



因原微分方程式為線性且齊性之微分方程式，故可應用重疊原理(Superposition 

Principle)，將問題之解分別乘以倍數常數 1C 與 2C ，亦即以下所示方程式亦為原

微分方程式之解，稱為問題之通解： 
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上式已算是問題之通解了。最後，再引用
2 3 4
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x x x x
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級數表示法，將式(a)修改為： 
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解法： 
 

  茲引用冪級數法(Power Series Method)解析問題，令問題之冪級數解為： 
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將上式代回原微分方程式： 

 

 

 

2 2 3 4 5
0 1 2 3 4 5

2

2 3 4 5
0 1 2 3 4 5 0

d a a x a x a x a x a x

dx

a a x a x a x a x a x

     

       




 

 

再作微分，則： 
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然後，作同類項合併： 

 

        0201262 3
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2
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比較係數知： 
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在整理係數間之關係時，是選取 0a 與 1a 為獨立係數，為什麼選取兩個係數為獨

立係數？因為原微分方程式是二階微分方程式，若以積分方法求解，會出現兩個

積分常數，故需在無限多個係數  ,3,2,1,0mam 當中，選出兩個係數為獨立係

數。為方便起見，通常選取第一個係數 0a 與第二個係數 1a 為獨立係數，再找出

其他係數與 0a 、 1a 的關係即可，如以下所示： 
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基於此，再將各個係數與獨立係數 0a 、 0a 的關係代回冪級數解中，即可求出問

題的通解，如以下所示： 

 



 5
1

4
0

3
1

2
010 !5

1

!4

1

!3

1

!2

1
xaxaxaxaxaay  

 

茲再分別將係數 0a 、 1a 提出來加以整理，則問題之通解為： 

 







 






   53

1
42

0 !5

1

!3

1

!4

1

!2

1
1 xxxaxxay  

 

以上所示之通解與式(c)完全相同。由此可知，冪級數解法適用於解析二階微分

方程式。 


