
提要 57：以參數變換法解析高階非齊性 ODE 之特解 

 

幾乎所有待定係數法(Undetermined Coefficient Method)解不出的滿足非齊性項

(Non-homogeneous Term)之特解(Particular Solution)，參數變換法(Variation of Parameters)

都可以解得出來。茲考慮廣義之高階非齊性常微分方程式如以下所示： 
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其中 ( )xp0 、 ( )xp1 、…、 ( )xpn 1− 稱為微分方程式之係數(Coefficient)； ( )xr 稱為微分方程

式之非齊性項(Non-homogeneous Term)。這種包含非齊性項之非齊性微分方程式的通解

(General Solution) y 會包含兩部分：齊性解 (Homogeneous Solution) hy 跟非齊性解

(Non-homogeneous Solution) py ，亦即： 

 通解 y = 齊性解 hy + 非齊性解 py                      (2) 

• 齊性解的解析 

齊性解 hy 是由齊性微分方程式 ( ) ( ) ( ) 0011
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研討

出，通常只需瞭解兩種類型的二階齊性微分方程式的解法即可，一種類型是係數為常數

之 常 係 數 齊 性 微 分 方 程 式 0011
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， 另 一 種 類 型 是

Euler-Cauchy 微分方程式 0011
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兩種類型齊性微分方程式的解法，今再作表整理說明如下： 
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表一 常係數齊性微分方程式與 Euler-Cauchy 方程式之解析方法的比較 

常係數齊性微分方程式 

0011

1

1 =++++ −

−

− ya
dx
dya

dx
yda

dx
yd

n

n

nn

n

 

Euler-Cauchy 方程式 

0011

1
1

1 =++++ −

−
−

− ya
dx
dyxa

dx
ydxa

dx
ydx n

n
n

nn

n
n

 

考慮 xey λ=  考慮 mxy =  

特徵方程式為：

001
1

1 =++++ −
− aaa n

n
n λλλ  

特徵方程式為：

( ) ( )
( ) ( ) 011

11

011 =++++−−+
+−−

− amanmmma
nmmm

n

特徵根為： 

1λ 、 2λ 、…、 nλ  
特徵根為： 

1m 、 2m 、…、 nm  
齊性解為： 

1. nλλ ,,1 為相異根 

x
n

xx
h

neCeCeCy λλλ +++= 21
21  

2. 1λ 與 2λ 為重根，其他為相異根 

x
n

xx
h

neCxeCeCy λλλ +++= 11
21  

3. 321 λλλ == ，其他為相異根 

x
n

xxx
h

neC

exCxeCeCy
λ

λλλ

+

+++= 111 2
221  

齊性解為： 
1. nmm ,,1 為相異根 

nm
n

mm
h xCxCxCy +++= 21

21  

2. 1m 與 2m 為重根，其他為相異根 

nm
n

mm
h xCxxCxCy +++= ln11

21  

3. 321 mmm == ，其他為相異根 

( )
nm

n

mmm
h

xC

xxCxxCxCy

+

+++= 2
221 lnln 111

 

 

• 非齊性解的解析—參數變換法(Variation of Parameters) 

  非齊性解是由非齊性微分方程式 ( ) ( ) ( ) ( )xryxp
dx
dyxp
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研討出，如標題所示，本單元旨在介紹如何以參數變換法(Variation of Parameters)解析

出問題的非齊性解。若 nyyy ,,, 21 為齊性解 hy 中之基底(Basis)，則非齊性解 py 需與

nyyy ,,, 21 呈線性獨立(Linear Independence)之關係，亦即： 
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或 

11 yuy p = 、 22 yuy p = 、…、 nnp yuy =                   (3’) 

式(3’)亦可改寫為： 
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nnp yuyuyuy +++= 2211                         (4) 

只要 nuuu ,,, 21 可研討出，則非齊性解 py 即可推導出。以下說明 nuuu ,,, 21 之解析方

式。將式(4)代回式(1)，則： 
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上式中之
( )
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yuyuyud nn+++ 2211 可繼續化簡為： 
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則式(6)可改寫為： 
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此外，式(5)中之二次微分項
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可繼續改寫為： 
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若考慮： 
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則式(8)可改寫為： 
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以上處理方式，是擬以
dx
du1 、

dx
du2 、…、

dx
dun 等 n 個項次為未知數，然後另找出 n 個方

程式來解這 n 個未知數。目前，已經找到式(7)與式(9)這兩個方程式了。依此方式，繼

續討論其餘的方程式，則倒數第二個方程式應是： 
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且其所對應之微分項為： 
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最後再將式(6’)、式(8’)、式(11)等代回式(5)，即可找出最後一個條件方程式： 
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其中 
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基於此，式(12)可化簡為： 

247



( )

( )

( )

( )( ) ( )xryuyuyuxp
dx
dy

u
dx
dyu

dx
dyuxp

dx
yd

u
dx

ydu
dx

yduxp

dx
yd

u
dx

ydu
dx

yduxp

dx
yd

u
dx

ydu
dx

ydu
dx

yd
dx

du
dx

yd
dx

du
dx

yd
dx
du

nn

n
n

n
n

n
n

n

nn

n

n

n

n

n
n

n

nn

n

n

n

n
n

n
n

n

n

n

n

=++++







 ++++









++++

+









++++









+++++++

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

22110

2
2

1
11

2

2

2
2

2

22
1

2

12

1

1

1
2

1

21
1

1

11

2
2

1
11

1

1
2

1
2

1
1

1
1

 (12’)  

上式可繼續整理為： 
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其中 
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故式(12”)可改寫為： 
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式(7) 、式(9)、式(10)與式(14)中恰好含有 n 個未知數
dx
du1 、
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du2 、…、
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dun ，且這

n 個方程式剛好可以解出這 n 個未知數。由式(7) 、式(9)、式(10)與式(14)知： 

 





















=



















































−

−

−

−

−

−

r
dx

du

dx
du
dx
du

dx
yd

dx
yd

dx
yd

dx
dy

dx
dy

dx
dy

yyy

nn
n

n

n

n

n

n

n

n

0
0

2

1

1

1

1
2

1

1
1

1

21

21

                 (15) 

利用 Cramer 法則可求出這 n 個未知數： 
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其中 
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由式(16a)-(16c)得知： 
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由式(4)、式(18a)-(18c)知，問題之非齊性解為： 
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附註：式(19)之公式是基於式(1)之微分型態所推導出來的，而式(1)中之 ( )ny 項次的係數

為 1，應用公式(19)時，一定要留意式(1)中之 ( )ny 項次的係數是否為 1，若不是 1，

公式(19)就不能使用。此一要點，是背公式的同學常常忽略的，務須切記！ 
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範例一 

試解出常係數非齊性微分方程式之通解： xxyyxyxyx ln663 423 =−′+′′−′′′ 。 
【94 成大土木所 20%，94 高應電子所 15%】 

 
【解答】 

• 齊性解的解析 

  由齊性微分方程式 0663 23 =−′+′′−′′′ yyxyxyx 解析出齊性解 hy 。令齊性解 hy 為： 

m
h xy =  

代回上式，則 

( ) ( ) ( ) ( ) 0663 2

2
2

3

3
3 =−+− m

mmm

x
dx
xdx

dx
xdx

dx
xdx  

上式可化簡為： 
( )( ) ( )[ ]( ) 0661321 =−+−−−− mxmmmmmm  

因為不希望所研討出之齊性解為零，亦即 0≠mx ，故： 
( )( ) ( ) 0661321 =−+−−−− mmmmmm  

上式可因式分解為： 
( )( )( ) 0321 =−−− mmm  

故問題之齊性解的特徵根(Characteristic Root) m 為： 
1=m 、 2=m 、 3=m  

由重疊原理(Superposition Principle)知，問題之齊性解(Homogeneous Solution)為： 

 3
3

2
21 xCxCxCyh ++=   

• 非齊性解的解析 

  本題必須採用參數變換方法求解問題之非齊性解 py ，由式(19)知，非齊性解 py 可

表為： 

∫∫∫ +++= dx
W

rWydx
W

rWydx
W
rWyy n

np
2

2
1

1  

然而，原微分方程式之最高次微分項 y ′′′ 的係數並不是 1，故原式應先除以 3x ，才能使

用以上之公式。原式除以 3x 後可得： 

xxy
x

y
x

y
x

y ln663
32 =−′+′′−′′′  

故公式中之 ( )xr 為 xx ln ，而不是 xx ln4 。其中他各項分述如下： 
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333332

32

321

321

321

266212
620
321 xxxxx

x
xx
xxx

yyy
yyy
yyy

W =−−+==
′′′′′′
′′′=  

4442

32

1 23
621
320

0
xxx

x
xx
xx

W =−==  

3332

3

2 23
610
301

0
xxx

x
x
xx

W −=−==  

222

2

3 2
120
021
0

xxxx
xx

W =−==  

故 

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )







 −=

−+







−−








−=

+−=

+
−

+=

∫∫∫

∫∫∫

6
11ln

6

ln
24

ln
29

ln
32

2
lnln

2
ln

2
ln

2
ln2

2
ln

4

322
2

33

32
2

3

2
3

3

3
2

3

4

xx

xxxxxxxxxxxx

dxxxxdxxxdxxxx

dx
x

xxxxdx
x

xxxxdx
x

xxxxy p

 

因通解係齊性解 hy 與非齊性解 py 的和，故問題之通解 y 為： 

 





 −+++=

6
11ln

6

4
3

3
2

21 xxxCxCxCy   
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習題 
 
1. Solve 3 26 11 6 12x y x y xy y x′′′ ′′ ′− + − = + .【93 中興材料所 15%】 
 

2. Solve 3 2 26 7 6x y x y xy y
x

′′′ ′′ ′+ + + = + .【93 高科機械所 15%】 

 
3. Solve 3 2 2 2 lnx y x y xy y x x′′′ ′′ ′+ − + = .【93 高科光電所 10%】 
 

4. Solve ( ) ( ) ( )3 21 1 3 1 8
1

xx y x y x y y
x

′′′ ′′ ′+ + + + + − =
+

.【91 高科機械所 20%】 

 
5. Solve 2 26 2x y y x′′′ ′− = .【89 台科電子所 10%】 
 
6. Solve 3 2 43 6 6 lnx y x y xy y x x′′′ ′′ ′− + − = .【91 北科機電所 10%】 
 
7. Solve 3 2 43 6 6 xx y x y xy y x e′′′ ′′ ′− + − = .【90 高科電子所 15%】 
 

8. Solve 13 3 xy y y y e
x

′′′ ′′ ′− + − = .【88 成大造船所 20%，89 台大土木所 12%】 

 
9. ( ) ( ) ( ) 1

1 2 3 tany p x y p x y p x y x−′′′ ′′ ′+ + + =  has three homogeneous solutions ( )1y x , 

( )2y x and ( )3y x . Define ( )
1 2 3

1 2 3

1 2 3

y y y
W x y y y

y y y
′ ′ ′=
′′ ′′ ′′

, ( )
2 3

1 2 3
1

2 3

0
0

tan

y y
C x y y

x y y−

′ ′=
′′ ′′

, 

( )
1 3

2 1 3
1

1 3

0
0

tan

y y
C x y y

y x y−

′ ′=
′′ ′′

, ( )
1 2

3 1 2
1

1 2

0
0

tan

y y
C x y y

y y x−

′ ′=
′′ ′′

. Prove that the particular solution 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

1 2 3
1 2 3p

C x C x C x
y x y x dx y x dx y x dx

W x W x W x
= + +∫ ∫ ∫ .【90 台科電子所 15%】 

 
10. Find the general solution for 3 2 32 3 3 2 3x y x y xy y x x′′′ ′′ ′− + − = + , where y is a function of 

x.【95 交大土木所 20%】 
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