
提要 394：極點（Pole）落在實數軸上的線積分 
 

  另有一類的線積分問題看起來似乎較為麻煩，這一類問題之極點（Pole）會落在實

數軸上，例如以下所示線積分問題即是： 
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其中積分函數 ( )
z

zzf sin
= 於 0=z 位置為奇異點（Singular Point），如圖一所示。 

 

 

 

圖一 落在水平軸上之極點 0=z 的示意圖 

 
 

因所欲解析之線積分是 ∞− 至 ∞+ 的積分，且 0=z 為奇異點，故遇到不可解析點

0=z 時需避開，其避開方式如圖二(a)或圖二(b)所示： 

 

 

圖二(a) 以順鐘向方式繞過奇異點 

 

圖二(b) 以逆鐘向方式繞過奇異點 



  茲考慮如圖三(a)與三(b)之封閉路線積分方式： 

 

 

 

圖三(a)  Cε以順鐘向方式繞過奇異點 
作環積分 

 
圖三(b)  Cε以逆鐘向方式繞過奇異點 

作環積分 

 

 

  由圖三(a)知，其環積分可表為： 
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由圖三(b)知，其環積分可表為： 
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式(2a)與式(2b)中所出現之『順』表示『順鐘向積分』、『逆』表示『逆鐘向積分』。式(2a)

與式(2b)中，都有出現 ( )∫
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因此，若採用圖三(a)所示之積分路徑，則： 
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若採用圖三(b)所示之積分路徑，則： 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫ →

∞

→

−

∞−
→

∞

∞−

−−=+=
逆逆逆 ε

ε
ε

ε

ε

ε
CCC

dzzfdzzfdzzfdzzfdzzfdzzf
R

000
limlimlim   (4b) 

 
以下說明式(4a)與式(4b)之解析方式。 
 
 

 關於 ( )∫
逆RC

dzzf 的解析 

 

一般說來，式(4a)與式(4b)中所示積分式 ( )∫
逆RC

dzzf 的積分值均為零，但其所需滿足

的條件為：當 ( ) ( ) ( )zqzpzf = 時， ( )( ) ( )( ) 2≥− zpOzqO 。證明過程如以下所示： 
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 關於 ( )∫
逆C

dzzf 的解析 

 

  若採用圖三(a)之積分方式，因封閉積分路徑內並無任何極點（Pole），故可由柯西

積分定理（Cauchy Integral Theorem）知，其封閉路線積分之積分值為零，亦即： 
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若採用圖三(b)所示之積分方式，因其封閉積分路徑內有極點，故需引用殘值定理



（Residue Theorem），推求封閉路線積分之積分值，亦即： 
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其中 jz 表落在封閉積分路徑C 內之極點。 
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  茲考慮落在實數軸上之單極點為 0zz = （由圖二(a)與圖二(b)知 00 =z ），且 ( )zf 可化
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式(7a)是根據圖三(a)所選取之順鐘向積分路徑 εC ，式(7b)是根據圖三(b)所選取之逆鐘向

積分路徑 εC 。基於此，圖三(a)所示之順鐘向積分路徑 εC 可表為： 

 

θε iezz =− 0 、 [ ]πθ ,0∈                          (8a) 

 
而圖三(b)所示之逆鐘向積分路徑 εC 可表為： 

 

θε iezz =− 0 、 [ ]ππθ 2,∈                         (8b) 

 
根據式(8a)與式(8b)，式(7a)與式(7b)可分別改寫為： 
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亦即： 
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根據式(5)、式(6a)、式(6b)、式(10a)與式(10b)，則式(4a)與式(4b)所示問題之解即可推導

出。 


