
提要 17：解一階 ODE 的第十個方法--Clairaut 方程式的解法 

 
已知 Clairaut 方程式可表為： 

( )ygyxy ′+′=                              (1) 

通常 ( )yg ′ 中之 y′並非以 y′的正一次方存在，故 ( )yg ′ 係屬於非線性項，亦為 Clairaut 方
程式為非線性微分方程式。解析非線性微分方程式的方法並不是以積分的方式，而是採

用微分，說明如下。式(1)再對 x 作微分，則： 
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由此可知： 
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由式(3a)知， y′必是常數，否則其微不會是零，故 Cy =′ ，其中 C 為常數。再將 Cy =′

代回式(1)，則 y 之解即可求出： 

 ( )CgCxy +=                               (4) 

式(4)包含未知常數 C，其相當於問題之解的積分常數，而包含未知常數 C 之解就可定

義為通解。另外，由式(3b)知，只要知道 ( )yg ′ 之函數型態，即可求出 y′與 x 的關係，再

將 y′與 x 的關係代回(1)，則可找到問題之另一種解，稱為奇異解(Singular Solution)。 
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範例一 

試解出 Clairaut 方程式
y

yxy
′

+′=
1
之解。 

 
【解答】 
 

原式對 x 作微分，則： 

dx
y

d

dx
ydxy

dx
dx

dx
dy 








′

+
′

+′=

1

 

dx
yd

ydx
ydxyy

′
′

−
′

+′=′ 2

1  

01
2 =

′








′

−
dx
yd

y
x  
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1. 由式(1a)知， y′必定是常數，即 Cy =′ ，再代回原式，故可求出問題之通解： 

 
C

Cxy 1
+=   

2. 由式(1b)知，
x

y 1
±=′ ，代回原式可知問題之奇異解： 
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註： 
1. 奇異解並無法令通解中之常數 C 為適當值獲得。 
2. 在幾何圖形上發現，給予通解中之 C 值為任意適當常數，即可產生一條曲線，通解

的幾何圖形係呈現曲線族之情況；而奇異解恰為通解所形成的曲線族之漸進線。例
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題 1 即呈現此一情況。 
3. 所謂的線性微分方程式，係指微分方程式中，與應變數(Dependent Variable，通常以

符號 y 表示)相關之項次 y 、 y′、 y ′′、 y ′′′ 等等，在每一個項次中僅出現正一次方。

若問題不屬於線性微分方程式，就算是非線性微分方程式。 
4. 在 Mathematica 中繪圖表示時，需先將個別 C 值代入 y 中並畫圖，若 C 值分別考慮

為 −3、 −2、 −1、 1、 2、 3，則其指令分別為 }] 3 , 3 , { , 
3
1*3- [1 −−= xxPlotf ，

}] 3 , 3 , { , 
2
1*2- [2 −−= xxPlotf ， }] 3 , 3 , { , 1*1- [3 −−= xxPlotf ， 

}] 3 , 3 , { , 1*1 [4 −+= xxPlotf ， }] 3 , 3 , { , 
2
1*2 [5 −+= xxPlotf ，

}] 3 , 3 , { , 
3
1*3 [6 −+= xxPlotf 。而漸近線 xy 2±= 亦繪出 x ∈ [−3,3]的範圍，其指令

分別為 }] 3 , 3 , { , *2 [7 −= xxPlotf ， }] 3 , 3 , { , *2- [8 −= xxPlotf 。最後再將所有曲

線繪在同一張圖上，其 Mathematica 指令為 ],,,,,,,[ 876543219 ffffffffShowf = ，在每

一個方程式輸入好後，按 Shift+Enter 鍵即可得先繪出 xy 座標平面，再利用 f9指令將

問題之通解與奇異解的圖放在同一張圖中，如以下所示： 
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(水平軸為 x 軸，垂直軸為 y 軸) 
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習題 
 
1. Solve the general solution of ( ) ( )2 2 22 2 0y y x y xy′ ′− + + = .【93 台大化工所 10%】 
 
2. Find the general solution of following ordinary differential equation. 

( )24 2 0x y xy y′ ′+ − = 【93 北科土木所 10%】 
 
3. Solve the general solution ( )2 0y xy y′ ′− + = .【92 中興土木所 10%】 
 
4. 求奇異解與通解： ( )22y xy y y′ ′= + .【91 高科營建所 15%】 
 

5. Solve ( )21
2

y xy y′ ′= + .【93 海洋導航所 10%，成大電機所 5%】 

 

6. Solve ( )21
4

y xy y′ ′= − .【交大電子所 5%】 

 

7. 試求下列微分方程式之通解與奇異解，式中
dyy
dx

′ = ： ( )22y xy y y′ ′= + 。【91 高科營

建所 15%】 
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